7

Funksjoner

1.
Elementære funksjoner:
a)

[image: image1.wmf]ln

y

=

x

Û

y

=

e

x




[image: image2.wmf]a

x

=

b

Û

x

=

log

a

b

=

ln

b

ln

a


b)

[image: image3.wmf]ln

(

AB

)

=

ln

A

+

ln

B

,



[image: image4.wmf]ln

A

B

=

ln

A

-

ln

B




[image: image5.wmf]ln

A

u

=

u

ln

A


c)

[image: image6.wmf]sin

2

x

+

cos

2

x

=

1




[image: image7.wmf]tan

x

=

sin

x

cos

x




[image: image8.wmf]cot

x

=

1

tan

x


c)

[image: image9.wmf]sin

(

x

±

y

)

=

sin

x

cos

y

±

cos

x

sin

y

,


[image: image10.wmf]  

cos

(

x

±

y

)

=

cos

x

cos

y

m

sin

x

sin

y


d)

[image: image11.wmf]sin

2

x

=

2

sin

x

cos

x




[image: image12.wmf]cos

2

x

=

cos

2

x

-

sin

2

x

=

2

cos

2

x

-

1

=

1

-

2

sin

2

x


e)

[image: image13.wmf]  

tan

(

x

±

y

)

=

tan

x

±

tan

y

1

m

tan

x

×

tan

y




f)

[image: image14.wmf]cos

u

cos

v

=

1

2

(

cos

(

u

+

v

)

+

cos

(

u

-

v

)

)




g)

[image: image15.wmf]sin

u

cos

v

=

1

2

(

sin

(

u

+

v

)

+

sin

(

u

-

v

)

)



[image: image16.wmf]sin

u

sin

v

=

1

2

(

cos

(

u

-

v

)

-

cos

(

u

+

v

)

)


h)

[image: image17.wmf]A

sin

x

±

B

cos

x

=

A

2

+

B

2

sin

(

x

±

f

)

 

der

 

A

>

0

,

B

>

0

,

tan

f

=

B

A

 

og

 

0

<

f

<

p

2


2.
Derivasjon og integrasjon:
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(Regel for derivert av invers funksjon)
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3.
Moment og tyngdepunkt:
	[image: image28.wmf]dA

akse

r


[image: image29.wmf]akse

r

G

G


	Statisk moment  av flateelement med hensyn på akse:     
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Treghetsmoment av flateelement med hensyn på akse:    
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Statisk moment av flatestykke med hensyn på akse:
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For kurvestykke:  
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4.
Numeriske metoder
a)
Rektangel- (midtpunkt-) formel:
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b)
Trapesformelen:
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c)
Simpsons formel:
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d)
Newtons metode:


Velg x1  slik at  
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Hvis 
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e)
Eulers metode for løsning av differensialligningen 
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5.
Differensiallikninger av 2. orden


Differensiallikningen 
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6.
Komplekse tall:

a)
Normal-form:
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c)
Avstanden fra  z1 til z2 :
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d)
Polar / Eksponensiell form:
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e)
Eulers formel:
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De Moivres formel:
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Lineær algebra

1.
Vektorregning

a)
Skalarprodukt mellom vektorene 
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b)
Vektorprodukt mellom vektorene 
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c)
Projeksjonen av en vektor a =
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2.
Linjer og plan i rommet

Koordinater  til et punkt 

 på en rett linje  med retningsvektor  



som går gjennom punktet 

 er gitt ved  


 
, det vil si





Et plan  som går gjennom  punktet 

 og har normalvektor 
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Planets likning er altså  
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3. Avstandsformler

a)
Avstand fra punkt 
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b)
Avstand fra punkt P i rommet til linje gjennom punkt P0  med retningsvektor  v
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4.
Matrisemultiplikasjon

A = [aij]   
[image: image79.wmf]m
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AB= C = [ cij ]  der cij= 
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5.
Regneregler for matriser

A og B er matriser, k og p er reelle (eller komplekse) konstanter


a)
(kA)B = k(AB) = A(kB)


  Skrives kAB

            b)
A(BC) = (AB)C 



  Skrives ABC


c)
(A + B)C = AC + BC


d)
C(A + B) = CA + CB


e)
k(A + B) = kA + kB


f)
(k+p)A= kA + pA


g)

[image: image82.wmf]AA
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h)
Merk at for matrisemultiplikasjon gjelder ikke den kommutative lov.



altså  AB = BA   gjelder ikke generelt.


i)
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6.
Invers matrise (kofaktorform)

Anta A  er en ikke-singulær 
[image: image86.wmf]n
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  der Cjk er kofaktoren til ajk  i  A.

7.
Egenverdier, egenvektorer


Anta at A er en vilkårlig  
[image: image87.wmf]n
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og x en tilhørende egenvektor. Egenverdier finnes av  likningen








8.
Diagonalisering


Når A har n lineært uavhengige egenvektorer finnes en ikke- singulær matrise X
slik at 
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-

1

AX

=

D

 er en diagonalmatrise med egenverdiene på diagonalen.

9. Cayley-Hamilton setningen

Hvis 
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10. Rotasjonsmatriser
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A roterer et objekt en vinkel ( rundt z-aksen (retning fra x til y)


B roterer et objekt en vinkel ( rundt y-aksen (retning fra z til x)


B roterer et objekt en vinkel ( rundt x-aksen (retning fra y til z)

11.
Regneregler for determinanter


 A og  B  
[image: image96.wmf]n
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a)
det A = det AT


b)
Determinanten skifter fortegn hvis to rekker ( kolonner ) bytter plass.


c)
Drsom rekkene (kolonnene) er lineært avhengige er determinanten = 0


d)
En felles faktor i en rekke eller kolonne kan settes utenfor.



(Konsekvens  det kA =  kn det A)


e)
En determinant kan utvikles etter en vilkårlig rekke eller kolonne.


f)
Dersom en rekke eller kolonne er  en sum med to ledd, kan 



determinanten spaltes opp. F eks.
[image: image97.wmf]a

b

+

c

d

e

+

f

 

=

 

a

b

d

e

 

+

 

a

c

d

f



g)
Til en rekke (kolonne) kan adderes en konstant multiplisert med en 



annen rekke (kolonne) uten at determinanten forandrer verdi.


h)
Determinanten til en triangulær matrise er lik produktet av elementene på 



hoveddiagonalen.


i)
det (A B) =  det A  det B    
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k)
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Diskret matematikk

1. Mengdelære

a) Kommutative lover:    
[image: image100.wmf]A
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b) Assosiative lover:  
[image: image101.wmf](

A

È

B

)

È

C

=

A

È

(

B

È

C

)

,

 

(

A

Ç

B

)

Ç

C

=

A

Ç

(

B

Ç

C

)


c) Distributive lover:  
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e) Komplementærlovene:  
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c) Assosiative lover:  
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d) Distributive lover: 
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e) de Morgans lover:  
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3. Differenslikninger av 2. orden
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Taylorrekke:
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Maclaurinrekke:
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Spesielle rekker:
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Fourierrekker
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Periodiske funksjoner 
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Sinusrekke: 
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c)
Konvergens av Fourier-rekke
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Laplacetransformasjoner
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2.  Spesielle transformasjoner
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Funksjoner av flere variable

1.   2.derivert-test


Klassifisering av kritiske punkter for funksjonen f=f(x,y)

Punktet (a, b) et kritisk punkt slik at  
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2.  Lagrangelikningene 


Ekstremalverdiene til funksjonen f skal finnes.


a) 2 variable og 1 betingelse     
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b) 3 variable og 1 betingelse      
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c) 3 variable og 2 betingelser     
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3. Multiple integraler


a )  Dobbeltintegral fra kartesiske- til polarkoordinater:
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b)  Trippelintegral fra kartesiske- til sylinderkoordinater:




4.   
Areal av flaten  S  gitt ved  z = h(x, y),    (x, y) ( D:
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Vektoranalyse

1.   
Divergens og curl til vektorfeltet F(x, y, z) =
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2. 
Linjeintegral          
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3. 
Green“s teorem:      

            [image: image223.wmf]
4.
 Reduksjon av flateintegral til dobbeltintegral:
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5.
 Enhetsnormaler på en flate S:


a) 
Når S er gitt ved z = h(x, y) :                    [image: image225.wmf]n 
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b) 
Når S er gitt ved  f(x, y, z) = 0 :                 [image: image226.wmf]n 
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6.
 Reduksjon av fluksintegral til dobbeltintegral:
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7.
 Divergensteoremet:


Legemet T avgrenses av flatene S1; S2, .. Sk med  enhetsnormaler n1, n2, .. nk


  rettet ut av T.




8.
Stokes’  teorem:
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Lineære differensiallikninger av 1.&2. orden med konstante koeffisienter.
1.
Homogene differensiallikninger:
	
	


	


	
	Type av løsning (3)
	Basis til (1)
	Generell løsning av (1)
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	Når a = 0:
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2.
Inhomogene differensiallikninger
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Løsning:


    der  

 er generell løsning i homogen 
likning (1), mens  

er partikulær løsning i inhomogen likning (4)
Sannsynlighetsregning og statistikk

1.
Generelle formler i sannsynlighetsregningen

a) 
Definisjon:

P er et sannsynlighetsmål på utfallsrommet S hvis P oppfyller

(i)
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b)
Addisjonssetning
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c)
Komplementsetningen
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Betinget sannsynlighet 
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Multiplikasjonssetningen 
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 EMBED Equation.3  [image: image254.wmf])
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Uavhengighet : A og B er uavhengige hvis 
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g)
Total sannsynlighet : 
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Bayes lov : 
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2.
Setninger om forventning og varians for stokastiske variable

 a) 
La 
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(ii)
Hvis 
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b)
Spesialtilfelle av a) : Hvis 
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3.
Diskrete sannsynlighetsfordelinger

a)
Binomisk fordeling



[image: image272.wmf]P

(

X

=

x

)

=

n

x

æ 

è 

ç 

ö 

ø 

p

x

(

1

-

p

)

n

-

x

        

x

=

0

,

1

,

¼

n

.




[image: image273.wmf]E

(

X

)

=

np

      

Var

(

X

)

=

np

(

1

-

p

)


b)
Hypergeometrisk fordeling








     der  


c)
Poissonsfordeling
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4.
Kontinuerlige fordelinger
a)
Normalfordelingen
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b)
Eksponensialfordeling
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c)
Rektangelfordeling
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5.
Sentralgrenseteoremet 


Dersom 

 er uavhengige identisk fordelte stokastiske variable med 
forventning (
 
og standardavvik ( er  

 tilnærmet normalfordelt 

 når n er stor 


og 

er tilnærmet normalfordelt 

 når n er stor

6.
Estimering av  p i binomisk fordeling.

Punktestimator 



For store verdier av n har vi : (i følge sentralgrenseteoremet)


Tilnærmet konfidensintervall: 



Hypotesetesting:
Testvariabel:    

      er tilnærmet 
standardnormalfordelt  under  H0: p = p0
 for store verdier av n     (np0 >10)

7.
Intervallestimering  av ( og (

(formlene er eksakte for normalfordeling, tilnærmet riktige  for  andre fordelinger når n stor   (i følge 
sentralgrenseteoremet))

	


	
Konfidensintervall for µ  når   er kjent

Konfidensintervall for µ når   er kjent

	


	
Konfidensintervall for µ når   er ukjent

Konfidensintervall for µ når   er ukjent

	


	
Ensidig konfidensintervall for  

Ensidig konfidensintervall for 


	


	
Tosidig konfidensintervall for 
Tosidig konfidensintervall for 


	


	Konfidensintervall for µ1- µ2 når 1 og 2 er
Konfidensintervall for µ1- µ2 når 1 og 2 er

kjente
Konfidensintervall for µ1- µ2 når 1 og 2 er



	



	Konfidensintervall for µ1- µ2 når 1 og 2 er ukjente men  like (=  ) og    estimeres med

 



	



	Konfidensintervall for  = µ1- µ2 

når vi har observasjoner gitt i par

(Zi=Xi-Yi)


8.
Testing av hypoteser  om forventninger .

(formlene er eksakte for normalfordeling, tilnærmet riktige  for  andre fordelinger når n stor   

(i følge 
sentralgrenseteoremet))

	Ett utvalg
	   Betegnelse på test,  Testobservator med sannsynlighetsfordeling

	a) kjent

        H0: 

        H1 : ulike alternativ
	u-test



   som er 

 eller      

 som er  

  under H0 

	b) ukjent,

        H0: 

        H1 : ulike alternativ
	t-test,


   som er  t-fordelt med n-1 frihetsgrader under   H0

	    To utvalg
	

	a)  ( 1 og (2  kjente 

     H0: 
     H1 : ulike alternativ
	Toutvalgs u- test,


      som er normalfordelt  N(0,1) under H0

	
	

	b)   =ukjent,

    H0: 

    H1 : ulike alternativ
	Toutvalgs t- test,


som er t-fordelt med  n1 +n2 -2 frihetsgrader under H0
 der  



	Flere utvalg


	Enveis variansanalyse  (F-test)



	=k(ukjent

  H0: k
   H1 : minst en av (-ene er 

          ulik de andre
	 Forkast H0 hvis 





er  Fisherfordelt (F-fordelt) med  k-1 og  n-k  frihetsgrader under H0
(

)



9.
Samvariasjon

Empirisk kovarians 




Empirisk korrelasjon 




10.
Regresjonsanalyse

	Parameter
	Punktestimator
	Testvariabel
	Intervallestimator

	
	



	


	



	
	


	
	

	
	


	
	


T er Student-t - fordelt med n-2 frihetsgrader hvis H0 er riktig ( dvs. hvis  =  0)

M = 
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