Funksjoner

1.

a)

g)

h)

g)

Elementzere funksjoner:

. . Inb
hhy=xsy=e a =box=log,b=—
Ina
A "
In(AB)=InA4 +InB, IHEZIHA—IHB In4" =uln A4
) 2 sin x
sin"x+cos x=1 tanx = cotx =
COSx tan x
sin(x £ y) =sinxcosy £ cosxsiny, cos(x*ty)=cosxcosyFsinxsiny
sin2x = 2sinxcosx cos2x = cos” x —sin’ x =2 cos” x —1 =1 —2sin” x
t Tt
tan(x iy) = M
I Ftanx -tany
1
COSUCOSV = 5 (cos(u+ v)+cos(u—v))
. 1 . . . 1
sinu cosv = E (sin(u + v) + sin(u — v)) sinusinv = E (cos(u— v)—cos(u+v))

7 B
Asinx + Bcosx=v A* + B> sin(x £ ¢) der A>0,B>0,tan(|)=z og O<¢<%

Derivasjon og integrasjon:

df du

d

af(g(x)) = T der u=g(x) (kjerneregel)

df~! 1 _

/) =— der y=f 1(x) (Regel for derivert av invers funksjon)
()

a"f’ du a"f d d

= | f(tydt = fu)= konstant = J = E - &

= [rwa=rw% @erenkonsany < | par= 0y -

a ux)

I (g(x)+ h(x))dx = Ig(x)dx + j h(x)dx

J. kg(x)dx =k .[ g(x)dx (k er en konstant)
[ reeng s = [ i der u=g(x) og du=g'ix

Iu(x)v'(x)dx = u(x)m(x) — I v(x)u'(x)dx



!’
S(x) S'(x)
x" !
1
Inx —
X
e’ e’
a’ a’lna
sin x COS X
cosXx —sinx
1 >
tan x > =]+tan" x
cos” x
1 1
cotx = —

tanx | sin’x

S [ fodx
. . xn+1
x" narn# -1 +C
n+1
— In|x|+C
X
* e"+C
Ccos X sinx+C
sin x —cosx+C
1
5 tanx +C
cos” x
1
— —cotx+C =—- +C
sin” x tan x
1
5 arctanx + C
1+x
1 )
arcsinx + C
1—x?
) x 1.
sin? x ———sin2x+C
2 4
x 1.
cos? x —+—smn2x+C
2 4
tan? x tanx—x+C

arctan x 3

1+x
arcsin x !

1—x?
1
arccosx - 5
1—-x
3. Moment og tyngdepunkt:

dA

r
akse

I5
akse

Statisk moment av flateelement med hensyn
pd akse: dM =rdA

Treghetsmoment av flateelement med hensyn
paakse: dI = r*dA

For kurveelement
ds: dM =rds, dI= ¥ ds

Statisk moment av flatestykke med hensyn
pa akse:
M=r;-A der G er tyngdepunktet og 4
arealet av flatestykket

For kurvestykke: M=r;-s derGer

tyngdepunktet og s er lengden av
kurvestykket.



b)

d)

b)
c)
d)
e)

Numeriske metoder
Rektangel- (midtpunkt-) formel:
b

b—a b—a
[ e =220t o), = flar k-2
a
Trapesformelen:
b

b—a 1 1 b-a
[ rax =2 G5 v+ +3) = flar k=)
a
Simpsons formel:
b

b—a b—a
J‘f(x)dxz o o+ 4y +20+... +4y0,_1 +Von)s yk=f(a+k2—n)
a

Newtons metode:

J(xp)

Velg x; slikat f(x)=0 La Xpi] =X, — )
xﬂ

, n=12, ..

Hvis limx, =a sder f(a)=0
n—0

d
Eulers metode for losning av differensialligningen d_y = f(x,p):
X

x0=a, yo=b og xp=xp-1+h, yy=yn-1+f(Xn-1,Yn-1)h, n=12, ...
Differensiallikninger av 2. orden

Differensiallikningen ay” + by'+cy=0, der a,b og c er konstanter og g - 0,
har den generelle lasningen

y=Ge" +Cye’  hvis ah® + bk +c= 0 har to ulike reelle rotter 1 og 72
y=(Ci+Cyx)e”™  hvis a)* +bA +c =0 har dobbelroten r
y=e* (4cosPx + BsinBx) hvis ah> +bh +c = 0 har komplekse rotter o + iB

Komplekse tall:

Normal-form: z=x+iy.  Herer
x =Re(z) (realdelen)  og y=Im(z) (imaginardelen)

z=x—iy (konjugert), |z] e +y2 (modul)

Avstanden fra zj til z; : |23 =z
Polar / Eksponensiell form: z= re® der r =z| og O =argz
Eulers formel: e =cos +isind

De Moivres formel: (cosB +isinB)" =cosnb +isinnd



Linezer algebra

1. Vektorregning

a)  Skalarprodukt mellom vektorene a =[a;,a,,a;] og b= [b;,b,,b; ]
a-b=ab +ayb, +azby a-b=|allblcos
der® er vinkelen mellom vektorene (0<0 <))

b) Vektorprodukt mellom vektorene a = [al,az,a3] og b= [b1 ,by ,b3]

i j k
axb=|a; a, a; medlengde laxb| =|a|b|sin6
b by b
C) Projeksjonen av en vektor a =[a,,a,a,] pa vektoren b = [b1 ,b, ,b3]
a-b
er gitt ved proj,a=|—— b
g pProjy (b b j

2. Linjer og plan i rommet
Koordinater til et punkt P(x,y,z) pa en rett linje med retningsvektor

F=|a, b,c]T som gér gjennom punktet Py (xg,yq,zq) er gitt ved

> o > -
OP = OFy+ FyP = OFy+tr ,detvil si
x X0 a
yi=|yo |+t b
z Z9 c

Et plan som gér gjennom punktet P(x(,»,zy) og har normalvektor n = [A,B, C ]

%
vil gd gjennom pnktet P(x,y,z)dersom FyP-n =0
Planets likning er altsd A(x—x,)+B(y—y,)+C(z—z,)=0

3. Avstandsformler
a) Avstand fra punkt (x,,y,,z,)1rommet til plan Ax+ By +Cz =D

d:|AxO+By0 +Cz,—D

NA* + B +C?

b) Avstand fra punkt P i rommet til linje gjennom punkt Py med retningsvektor v
d =

v



Matrisemultiplikasjon

A =[a;] mxp -matrise og B=[b;] p xn - matrise.
)4

AB=C=[cy] derej= Y agby, i=12, . .m, j=12, . .n
k=1

Regneregler for matriser

A og B er matriser, k og p er reelle (eller komplekse) konstanter

a) (kA)B = k(AB) = A(kB) Skrives kKAB

b) A(BC)=(AB)C Skrives ABC

C) (A+B)C=AC+BC

d) C(A+B)=CA+CB

e) k(A+B)=FkA + kB

f) (ktp)A= kA + pA

g AA=ATIA=I

h) Merk at for matrisemultiplikasjon gjelder ikke den kommutative lov.
altsa AB=BA gjelder ikke generelt.

i) (AB) ' =B'A™!

i (B =B'A"

o @ =@h

Invers matrise (kofaktorform)
Anta A er en ikke-singulaer 7 x n -matrise.

Cll Czl cee Cnl
C C ... C
Daer A~ = # 12 2 n2 der Cj er kofaktoren til ajx 1 A.
det A .
¢, G, ... C,

Egenverdier, egenvektorer
Anta at A er en vilkarlig n x n - matrise.
Dersom en vektor x # 0 tilfredsstiller likningen Ax = Ax, er A en egenverdi til A

og x en tilherende egenvektor. Egenverdier finnes av likningen
det(A-AI)=0

Diagonalisering

Nér A har » lineart uavhengige egenvektorer finnes en ikke- singulaer matrise X slik at
X 'AX=D eren diagonalmatrise med egenverdiene pa diagonalen.



10.

11.

Cayley-Hamilton setningen
Hvis A er en nxn-matrise med karakteristisk likning

N +e, N +e, M7+ .+ +c, =0, vil matrisen A tilfredsstille likningen
A"+e, A" +e, LA+ e A+c =0

Rotasjonsmatriser
cos® —sin® 0 cosO 0 sinB 1 0 0
A=|sin® cos® 0 B= 0 1 0 C=|0 cosB —sinB
0 0 1 —sin0 cos0 0 sin® cosO

A roterer et objekt en vinkel 0 rundt z-aksen (retning fra x til y)
B roterer et objekt en vinkel 6 rundt y-aksen (retning fra z til x)
B roterer et objekt en vinkel 6 rundt x-aksen (retning fra y til z)

Regneregler for determinanter
A og B n xn - matriser

a) det A =det AT

b) Determinanten skifter fortegn hvis to rekker ( kolonner ) bytter plass.
C) Drsom rekkene (kolonnene) er lineaert avhengige er determinanten = 0
d) En felles faktor i en rekke eller kolonne kan settes utenfor.

(Konsekvens det kA = k' det A)

e) En determinant kan utvikles etter en vilkarlig rekke eller kolonne.
f) Dersom en rekke eller kolonne er en sum med to ledd, kan
q ‘ | Eok a b+c a bl |a ¢
t t t . . = +
eterminanten spaltes opp. Feks.|, 7 e J
g) Til en rekke (kolonne) kan adderes en konstant multiplisert med en

annen rekke (kolonne) uten at determinanten forandrer verdi.

h) Determinanten til en triangulaer matrise er lik produktet av elementene pa
hoveddiagonalen.

1) det (A B)= det A detB

-1 1
det(A )=—
et( ) det A

k) detA#0 < A ikke-singuler



Diskret matematikk

1. Mengdelere

a) Kommutative lover: AuUB=BuAd, AnB=BnNn A4

b) Assosiative lover: (AUB)UC=AU(BUC), (ANB)NC=A4ANn(BNC)

c) Distributive lover: AN (BU(C)=(ANB)uANC(), AVBNC)=(AVB)N(AVC)
d) Identitetslovene: AU J=A4, AnU= A4, U er grunnmengden

¢) Komplementaerlovene: 4 U A=U, AnA4=0, A= A, U er grunnmengden

f) de Morgan's lover: AUB=ZGE, ANB=AUB

2. Logikk

a) Dobbel negasjon: ——p < p
b) Kommutative lover: (pvg)< (gV p), (p Aq) <= (g Ap)

c) Assosiative lover: [(pvg)vrie[pv(gvnl [(prg)rrle[palgar)]

d) Distributive lover: [(pV (g Ar)] = [(pv @) A (pv )], [(pA(gv ]I (pAg)V(PAT]
¢) de Morgans lover: —(pvg)< (—=pA—q), «(pArq) < (—pv—q)

3. Differenslikninger av 2. orden

Likningen u,,, +au,. ,+bu, =0, der a og b er konstanter,
har den generelle losningen

a) u,= API" + szn hvis p2 +ap + b =0 har to ulike reelle rotter p, og p,
b) y=(A+Bn)p" hvis p> +ap+b=0 har dobbelroten p

¢) u,=r"(Acosnd +Bsinnd) hvis p>+ap+b=0 har komplekse rotter o * i3
Herer r=|a +ip| og 6 =arg(a +if)



Rekker
1.
Aritmetisk rekke a,=a, +(n-d d er rekkens differens
Summen av de n forste leddene _a, +a,
1 en aritmetisk rekke Sn = b
Geometrisk rekke, ledd n a,=a lk"“ k er rekkens kvotient
Summen av de n forste leddene i en a, (k" 1)
geometrisk rekke Sp = —1 Gjelder for k #1. Hvis k=1 er
s, = na,

Summen av en konvergent a, Gjelder for —1<k<1
geometrisk rekke -k S =0 nar a;=0
Rentesrenteformelen K K. 0 Verdien K,, om n ar av et belop
(sluttverdien) o+759"  |Koidag

K Verdien K, 1 dag svarer til et

K _ n 0
Naverdi o 4 belop K, ida
( + 7)” P n g
100

2. Konvergens

a) Forholdskriteriet:

Un+l
Uy

Dersom lim
n—>00

3. Potensrekker

0

n=1

(k)
a) Taylorrekke: f(x)= Zf (a ) (x— a)k

k=0

b) Maclaurinrekke:

(k)
f(x)= Zf (0) k

= k, sé er rekken Zun konvergent hvis k£ < 1 og divergent hvis k> 1



Spesielle rekker:

Ok 2 3
A NS
k! 20 3!
k=0
* k. 2k 2 4
1
cosx:Z( S X LA
2k)! 20 4
k=0
0 k 2k+1 3 5
3 -D*x 3 xT X
sinr =2 Qk+n T3 s
k=0
1 - k
— = =l+x+x" +x+.. -l<x<l
1_x ZX X+ X X
k=0
0 k+1 _k 2 3
-1
ln(1+x):z()Tx:x—%+%—... for -1<x <1
k=1

m (™M) & M\ m(m—1)(m—2).. (m—k+1)
(1+x) =kZ_(:)(k)x for-1<x<1, [k): o

-



b)

d)

Fourierrekker

Periodiske funksjoner

La f(¢)vare en periodisk funksjon med periode 7' =2L.

Fourier-rekken til f'er en rekke pé formen

s(t)=ag + Z(an cos(nwt) + b, sin(nwt)), der o = % og koeffisientene er gitt ved

n=1

1t 1§

aq :Z_ij(t) dt  a, :z_ij(t)cos(nwt )dt,
1 L

b, :Z_I f(t)sin(not) dt, n=12, ...

Funksjoner definert pa [0, L]

Cosinusrekke: s;(¢) =a( + Zan cos(% t) der

n=1
1% 2 & nm
ag = [f@ ar ay = [r@ cos(—~1 )dr
0 0
. < . NT
Sinusrekke: s, (¢) = an sm(T t)der b, =
n=1

Konvergens av Fourier-rekke

Fourier-rekken til f(¢#)konvergerer mot

[ (0
s() = 4{ I

1 punkter der f'er kontinuerlig

Spesielle trigonometriske integraler
cos ax
2

X cosaxdx =

sin ax
2

xsinaxdx =

x“cosaxdx =-2 +2

x“ sinaxdx = +2

x~ cosaxdx =—6 -6 +3

=12, ...

L

2 nrw
— t)sin(—¢t) dt ,n=1,2,3...
L{f() S

5 (f(t+) + f(t—)) 1 punkter der fer diskontinuerlig

j
j
e
J
J
J

x° sinaxdx =—6 +6 +3

x sin ax
a a
_xcosax
a
sin ax xcosax x2 sin ax
3 2
. 2
cos ax xsinax x° cosax
a3 a2 a
cosax xsinax x“cosax x”sinax
a4 a3 a2 a
. 2 . 3
sin ax X cosax x“sinax x> cosax
a4 a3 a2 a

n=1.2..



Laplacetransformasjoner

1. Generelle transformasjonsregler

11

I L{f(t)} =F(s)= _[f(t)e_”dt Definisjon
II Liaf (t)+bg(t)} =al{f(t)} +bL{g(t)} a,bkonstanter Linearitet
il L{f (kt)} = F(}), F(s) = L{/ (1)} Skalaendring
Va L@} =L 0} - 7 (0) Trastorm v
IVb L{f"(0)} = s’ L{f (D)} = s (0)~ f'(0)
IVe L")y =s"L{f ()} =s"" f(0)=s" f'(0) ... /" (0)
t Transform sv
Vd L{ ! fu)du} = %L{ F(0)} integral
d" Derivert av
vV Lit"f(H)y =" 7o L{if(t)},n=1,2,3, .. transform
VI Lie" {0} = F(s—a) der F(s) = LI/ ()} Lskifiserning
s-forskyvning
Vlla L{f(t—au(t—a)y=e “L{f(t)},a>0 2.skiftsetning
t-foskyvning
Viib Lifu(t-a)=e  “Lif(t+a)t,a>0
Vllc Le™F(s)} = f(t—a)u(t—a)der f(t)=L"{F(s)} oga>0
VlIlla { Konvolusjon
L{(f *g)0)} = L{f ()jLig()}  der (f*g)(1) = .[f(u)g(f —u)du
0
VIIIb (f *g)(t) = L {Lif (nLig(1):}
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2. Spesielle transformasjoner

Tabell 2a Tabell 2b Inverstabell
() LY{F(s)} = f(2)
(@) F(s)
I I
1 1 s 1 s 1
2 t 1 1
52 2 52 4
! -1
3 " sZ“ 3 in, n=12.3, "
S (n—1)!
4 eat 1 e—at
e 4 s+a
5 a L 123 ("o
sinh at s? —a? 5 (s +a)n (n-1)!
6 s 1 1 —at bt
— . a#b -
cosh at s? —a? 6 | (s+a)s+b) . b—a(e ¢)
7 ) S 1 —bt at
— ., a#b -
sino? st o’ 7 | (s+a)s+b) ¢ b—a(be ae )
s 1 1. ;
8 cosmi? s+’ 8 52 +(x)2 (DSH'I(D
—as S
e
9 u(t—a) B 9 2 +02 Cosm¢
1 ! sinhot
- a
10 d(t—a) B 10 2 o2 o
s
11 §2 _az cosh aut
1
ﬁ — (sinw? — of coswr)
12 (s"+o0") 20
> ! sinwt
——5 — sinw
13 (S2 + (02)2 2m
2 I .
5 — (sin®? + wtcosot)
14 (SZ +(02)2 20
i 1 )
-_ COSm!— —misw!?
15 (Sz Hoz)z 2
—as
e
16 < u(t—a)
17 e v d(t—a)




Funksjoner av flere variable

1. 2.derivert-test
Klassifisering av kritiske punkter for funksjonen f=f(x,y)

Punktet (a, b) et kritisk punkt slik at Z—f (a,b)=0= 6f ( ,b).
X
2 2 2
f( ,b), B—af(a,b),C_ f( ,b), A=AC- B>
8 0xoy ay

/f har lokalt minimum i(a, b) nar A >0 og 4 > 0.
f har lokalt maksimum i(a, b) ndr A > 0 0g A4 <0.
f har sadelpunkt i(a, b)) ndr A <O0.

2. Lagrangelikningene
Ekstremalverdiene til funksjonen f'skal finnes.

x,y)=0 1
a) 2 variable og 1 betingelse {g( ») @
gradf =Agradg (2.,3)
x,9,2)=0 1
b) 3 variable og 1 betingelse {g( »2) !
gradf =\gradg (2,3,4)
8(x.32) =0, M
c) 3 variable og 2 betingelser h(x,y,z)=0, (2)
gradf =\gradg + ugradz (3,4,5)

3. Multiple integraler
a ) Dobbeltintegral fra kartesiske- til polarkoordinater:

”f(x y)dA = ”f(rcose rsin 0)rdrd©

R*

b) Trippelintegral fra kartesiske- til sylinderkoordinater:
8(r0)
| j [ fey.2av = ([ [ f(rcos0,rsinG,2)dzdd, dA = rdrdd

D g(r9)

4. Areal av flaten S gittved z = h(x, y), (x,y) e D:

4 :”ds :”Wm

S D

13



Vektoranalyse
1. Divergens og curl til vektorfeltet F(x, y, z) =(P,O, R)

/ \
V'F:Px+Qy+RZa VXF:\Ry_Q25PZ_RX5QX_Py/

g

p
Linjeintegral _[ F(x,y,z)-dr= J‘ F(x(t), y(t),z(1)) - %dt
t
C o
C: r={x(0),y(0),z(¢)), o <t <P

3. Green‘s teorem:

§ Pax + Qdy = [[ (0, - P, )dA
C R

4. Reduksjon av flateintegral til dobbeltintegral:

j I f(x,,2)dS = j j Sy )1+ +h2dA, Sz =h(x,y), (x,y) D
S

D
5. Enhetsnormaler pi en flate S:
. <_ hx > hy > 1)
a) Nar Ser gitt ved z = h(x, y) : n=x=
Vi+hl+h!
b) Nér Ser gitt ved f(x, v, z)=0: n=+ llf
\Y%

6. Reduksjon av fluksintegral til dobbeltintegral:

[[Fnids=[[{P.O.RYL ) \Fhe Fhy t1)dA, Siz=h(x,p), (x.) €D
S D

7. Divergensteoremet:
Legemet T avgrenses av flatene S1; S», .. Sy med enhetsnormaler ny, np, .. ng

rettet ut av T.

[[F-nds+[[F-nydS+.+[[F-nds=[[[v-Far
S S, Sk T
8. Stokes’ teorem:

§F-dr:'”.(VxF)-ndS
C S

14
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Linezre differensiallikninger av 1.&2. orden med konstante
koeffisienter.

1.

Homogene differensiallikninger:

ay" +by" +cy = g(x) 4)

Losning:

ay" +by'+cy=0, y=yx) (1)
Karakteristisk likning:
a2+ bhrc=0 )
Losning av karakteristisk likning:
_b++b% -4
j = DENDT Zdac (3A)
2a
c
A=——, a=0 3B
5 (3B)
Type av lgsning (3) Basis til (1) Generell lgsning av (1)
Ay, Ay (™, e} Ae™™ + Be™
I | relle eller komplekse
b2 —4ac<0 . . .
11 b . ——X —x ——x .
h=--tio {e 2«7 cos(x), e 2 sin(wx)} e 2«7 (Acos(mx)+ Bsin(wx))
b2—4ac>0,a¢0 , . ,
III b ——X ——Xx . ——Xx .
A=- % Ta {e 2@ cosh(ax), e 2 sinh(ax)} | e 2* (Acosh(ox)+ Bsinh(ox))
b? —4dac=0 , , ,
b _2L L _b
v r=-o fe 2", xe 2 (A+ Br)e ="
Nar a = 0: —ox _<
\% p=—% G Ce b
b
1 1 2
®=—v4ac—bh>, o=—b>—4ac
2a 2a
2. Inhomogene differensiallikninger

Yy (x)=y,(x)+y,(x) der y,(x) er generell losning i homogen

likning (1), mens y,(x) er partikuler lesning 1 inhomogen likning (4)
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Sannsynlighetsregning og statistikk

1.

a)

2)
h)

b)

Generelle formler i sannsynlighetsregningen

Definisjon:
P er et sannsynlighetsmél pa utfallsrommet S hvis P oppfyller
(1) 0< P(A) <1 for alle delmengder (begivenheter) 1 S

(i) P(S)=1
(ii1)  P(AuUB)=P(A)+ P(B) hvis A og B er disjunkte begivenheter
Addisjonssetning P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)
Komplementsetningen P(A)=1-P(A)
P(ANB)

P(B)
Multiplikasjonssetningen P(ANB)=P(A|B)P(B)
Uavhengighet : A og B er uavhengige hvis P(A4|B)=P(A) Dette medferer ogsa at
P(ANB)=P(A)P(B)
Total sannsynlighet : P(4)= P(A|B)P(B)+ P(A|B)P(B)
P(A| B)P(B)

P(A)

Betinget sannsynlighet P(A4|B) =

Bayes lov: P(B|A) =

Setninger om forventning og varians for stokastiske variable

La X,,X,,....X, vere stokastiske variable og a,,a,,.....a,,b vare konstanter
(1) Daer E(a, X, +a,X,+..a,X, +b)=aE(X))+a,E(X,)+..a, E(X, )+b
(1)  Hvis X,,X,,.....X, eruavhengige er

Var(a, X, +a,X, +...a, X, +b)= alear(Xl)+aszar(Xz)+...anzVar(Xn)

Spesialtilfelle av a) : Hvis X, X,,....X, eruavhengige stokastiske variable og alle

har samme forventning p og samme varians 6 ° vil E(X)=pn og

2
(o)

Var(X)=—  der X = 12)(,.
n

nio



b)

Diskrete sannsynlighetsfordelinger

Binomisk fordeling
n

P(sz)=[x)px(l—p)"x x=0,1,...n.

E(X)=np  Var(X)=np(l-p)

Hypergeometrisk fordeling

)

ECO=mp  Var(X) =~

P(X=x)=

n
" np(1-p)

x=0,L2,...

der p=%

17



b)

Poissonsfordeling

X

P(X=x)= x—'e_
X.
E(X)=\ Var(X) = A

I8

Kontinuerlige fordelinger

Normalfordelingen
1’

2 52

1
T0)= s
EX)=p Var(X)=c’

Eksponensialfordeling
f(x)=ne™ x>0

B0 =2 Var(X)=7

Rektangelfordeling
1
f)=7"—" x¢€[ab]
b—a

a+b
2

E(X) =

Var(X) =

x=0,1,2,...

A >0 konstant

(b—a)
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Sentralgrenseteoremet
Dersom X, X,,....X, eruavhengige identisk fordelte stokastiske variable med forventning p

n
og standardavvik ¢ er in tilnsermet normalfordelt N(np,o+/n) nér n er stor
i=1
= 1 . c . .
og X =— ZXZ er tilneermet normalfordelt N (u,T) nar n er stor
n'i n

Estimering av p i binomisk fordeling.

. X . A PA-p)
Punktestimator p = —, E(p)=p, Var(p) =
n n

For store verdier av n har vi : (i folge sentralgrenseteoremet)

Tilnzermet konfidensintervall: / = {f) —u, 1,p(1 — p)’ Dy, /M}
n n

/2
PPy

[Po(1=po)
n

standardnormalfordelt under Hy. p =py  for store verdier avn (npy>10)

Hypotesetesting: Testvariabel: er tilnaermet

Intervallestimering av |1 og G
(formlene er eksakte for normalfordeling, tilneermet riktige for andre fordelinger nar n stor (i folge
sentralgrenseteoremet))

G _ c
XUy ﬁ’x - “y n } Konfidensintervall for 4 ndr ¢ er kjent

T

=D [y Xl (e N Konfidensintervall for y nir ¢ er ukjent

(n=Ds” . .

3 Ensidig konfidensintervall for ¢
Xl-a,n-1
2 2
(n ; Ds , (’; —Ds Tosidig konfidensintervall for ¢
X%,n—l X =51

~ Gl2 G% o G% G% Konﬁdensintervall for - up ndr 6| og o, er

Y T Ug, [T X Y U kjente
2 ny ny 2 n ny
B 1 1 Konfidensintervall for 4 ;- u, ndr 6| og o, er
—yx Lo (i +ny-2) " + E ukjente men like (=6 ) og o estimeres med
o | =Dsi +(my — D5
(ny +ny —2)

_ S, _  _ S, Konfidensintervall for A= u;- u»

V- t%,(n—l) Jn X =Y t‘;,(n 1) ﬁ ndr vi har observasjoner gitt i par
(Z=Xi-Yi)
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8. Testing av hypoteser om forventninger .
(formlene er eksakte for normalfordeling, tilneermet riktige for andre fordelinger nér n stor
(i folge sentralgrenseteoremet))

Ett utvalg Betegnelse pé test, Testobservator med sannsynlighetsfordeling
a) o kjent u-test,

Hy: p=p X-n —

Hf : ulik(;: alternativ U= - /\/ZO somer N(0,1) eller X somer N(py,0) under Hy
b) o ukjent, t-test,

Hy: p= o X :

H, - ulike alternativ T = T som er t-fordelt med n-1 frihetsgrader under H,

To utvalg

a) ¢ 0g o, kjente

Hy: pi=pp
H; : ulike alternativ

Toutvalgs u- test,
X-Y

2 2
c
21 P2
ny ny

U= som er normalfordelt N(0,1) under H,

b) o,=0,=0c ukjent,

Hp: pi=u,
H, : ulike alternativ

Toutvalgs t- test,

X-Y )
T = ———= som er t-fordelt med n; +n,-2 frihetsgrader under H,

N\ np
o S | =DS?+(m DSy’
l’l1+l’12—2

Flere utvalg

Enveis variansanalyse (F-test)

01=0,=...=0; = G, ukjent

Hy: == pa=...=

H; : minst en av p-ene er
ulik de andre

Forkast Hy hvis F > f_; 4
Lo oo

(X - X)
j=1

k

k:«mnﬁ—ZmﬁD$>

i= i=1

k v v \2 1 4 2
r 22 (X = X)) mz(”i‘l)&

i=1 j=1 i=1

er Fisherfordelt (F-fordelt) med k-7 og n-k frihetsgrader under H

F=

n;




9. Samvariasjon
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Empirisk kovarians

Empirisk korrelasjon

1 n _ _ 1 n —
Sy _ﬁ;()(" - X)(Y, —Y)—HIZ:;(XI- - XY,

n

. >, -y,
R XY i=l1

TsSs @ Sl
= Jm Xy sz—nz

10. Regresjonsanalyse

Parameter Punktestimator Testvariabel Intervallestimator
n
—x\Y ~ N N
B Z(xz x) [ B _BO ~ o ~ o
= r=P Bomr |1=h-tg =Bty ]
p= v; S S M S M
o G=Y-Bx
> —
. _ |06.B)
n-2

T er Student-7 - fordelt med n-2 frihetsgrader hvis Hy er riktig ( dvs. hvis B =3 o)

M:iuﬁaz

06.,B)= D (¥, - (@ + B x;))°
i=1

i=1

=S¥ -7 =)D (x; - %)

i=1
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