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a)

b)

d)

Les dette forst:

Innenfor de rammer oppgaven setter, skal du bruke enklest mulig metode, og komme fram til
enklest mulig svar. Ta bare med i besvarelsen det du mener er relevant for & besvare
oppgaven. [ teoribesvarelser legges det vekt pa at besvarelsen viser at en har en helhetlig
forstaelse av stoffet.

LykKke til!
Oppgave 1

Hva menes med et stimulus signal?
Nevn 2 prinipielt forskjellige stimuli signaler.

Hva menes med frekvensrespons?
Beskriv 2 mater for & male frekvensresponsen.

Gitt eksponentialfunksjonene y, ()= 4e™' og y,(r)= Ae’*™"
Skisser begge funksjonene som vektorer i det komplekse plan
nirA=2, f =125Hzogt= lms.

Forklar hvordan disse vektorene beveger seg nar t oker.

Et cosinussignal pd 10 KHz og uten faseforskyvning, samples med samplingsfrekvens
pé 40 KHz. Forste sample erit = 0.
Beregn en 4 punkters Diskret Fourier Transformerte ( DFT ) til signalet nar
1 1 1 1
1 - -1
1 -1 1 -1
Ly -1 =
Tegn grafen til signalets DFT. Forklar grafens utslag ved de ulike posisjoner.

Anta impulsrepons og innsignal til et system er gitt av falgende grafer:

h(n) x(n)
o}

B! 1
——0—0-—40—1—0——0—0—» n n

Beregn utsekvensen y(n) fra systemet i tidsplanet, og tegn grafen til y(n).
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a)

b)

d)

a)

b)

d)

Oppgave 2

f f
cos(2xT, for - L <f<-L
(@Tf) for - <f<

Et signal x(2) har spekter X (f) = der f, =

1
0 ellers d
Skisser X(f).

Nevn og begrunn 2 egenskaper som x(t) ma oppfylle for at x(t) skal ha et spekter som oppgitt.

Signalet x(z) samples med samplingsfrekvens f, og kalles x,(¢).
Spekteret til x, () kalles X (/).

x.()

T

Skisser for f, = 1000Hz = IZL . Hva er spekterets storste verdi?

Forklar hva som skjer med spekteret X ( f) hvis f, gkes og hvis f; reduseres?

Hvordan pévirker disse endringene i samplingsfrekvensen mulighetene til 4 gjenvinne det
opprinnelige signalet x(t)

Hva skjer med forsterkning og fase til det opprinnelige spekteret X(f), hvis x(t) forsinkes en
tid AT ?

Et signal y(t) bestar av x(t) forsinket en tid AT pluss x(t) framskyndet en tid AT .

Beregn spekteret Y(f) uttrykt med f, X(f) og AT .

Oppgave 3

Gitt en kausal sekvens x(n) =1,3337"
Skisser sekvensen.
Beregn den Z-transformerte til x(n).

Et digitalt filter har impulsrespons 4(n) =§(n)—a-5(n—1)
Finn et uttrykk for transferfunksjonen for filteret.
Tegn pol/nullpunkt diagram for o = 0,5.

Sekvensen i punkt a) sendes inn pé filteret i punkt b) og gir responsen y(n)
Finn et uttrykk for den Z-transformerte til y(n) .

Finn et uttrykk for y(n) ut fra den Z-transformerte til y(n)
Regn ut verdiene y(0), y(1) og y(2)
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Formelsamling i SOE313 Digital signalbehandling. Hosten 1999

sin(x + y) =sinxcos y + cosxsin y cos(xt y) =cosxcosy Fsinxsiny
. . . + - . . + . -
sinx+siny = 2sin Iy cosl 22 sinx —siny = 2cos Ty sin| 2~
2 2 2 2
et 4 e ? _ e _ eIt .
cosg = — sing = BETEE Sinc(p) = M
J

Samplingsintegralet: Ix(t)é(t —t,)dt = x(t,)  Periodisk utvidelse: x,,(z) = ix(t —iT)

—0

Foldning av kausale signaler ( tidskontinuerlig og tidsdiskret ):
() =h(t)*x(t) = Ih(r)x(t - T)d‘[ y(n) = h(n)* x(n) = Zh(m)x(n - m)
0

m=0
Fourier-rekke utvidelse av signal med periode T=1/f; :
T

*

w ' 1 2 '
H=Yc ™" der ¢ =— e 2™ gy 0 c =c
£ Z . Tlf() g ¢, =c,

2

Laplacetransformasjon. LI f] = j f()e™dt
0

Ideell rekonstruksjon ved hjelp av Shannons interpolator h(z) = sinc(f.t):

() = iy(iTs)h(t—iTs)

{=~a0

Diskret Fourier transformert til sekvensen x(n) dern=0,1 .. N-1:

N-1 L. N-1
Dlx(n)]= X(m) =Y x(me V" =Y x(mW for m=0.. N-I
n=0 n=0

Invers diskret Fouriertransformert til sekvensen X(m) derm =0,1 .. N-1:

N-l 27 N-1
x(n) =D [X(m)] = %Zx(m)e" N = % ZX(m)W‘”’" forn =0,1 ..N-1
m=0

m=0

N N
Generell differenslikning av grad N: Z by(n—i)= Zaix(n ~i)  derby=1
i=0 i=0

Kausal sekvens uttrykt ved Kronecker impulser: x(r) =Z x(i)8 (n-i)
0

Frekvensrespons lavpass linear fase FIR-filter:

M~1 f ~j27rML N =1
H(f)=|a, + ZZa,. -cos| 27z (M —i)7 ‘e L der M = 5 og N er filterets grad.
i=0 s

Lavpass lineer fase FIR-filter med -6 dB forsterkning ved f, og samplingsfrekvens f;:
a,=c¢,_y =c,=c_, for1i=0,1,2..2M  der2M =N-1

m

s s

2
c =c0-Sinc(2mf“j form=12..M og der ¢, = /s
J
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Tidsfunksjon f{(t) Fouriertransformert F(f)
Regel “ , o
= 7[F(N]= [F(edf =Flrol= [roe " dr
F1: Linearitetsregelen af,(t) +bf,(¢) af;( f) +bF, ( /)
Generelt: Z a,f(¢) Generelt: > a,7[f,(t)]
F2: Tidsforskyvningsregelen f—t,) F(f)e /2o
F3: Frekvensforskyvnings- f(t)e” F(f-f,)
regelen
F4: Ampllt.udemodulaSJon f(t)cos(2aft) 1 F(f = f)+ 1 F(f+1)
av cosinus barebglge 2 2
F5: Foldning i tidsplanet £ £,(2) F(f)-F,(f)
F6: Foldning i frekvensplanet L@ f,@) F(f)*F(f)
F7: Derivasjon dar (t) J27 f F(f)
dt
F8: Integrasjon ‘ F( f) 1
d + F(0)o
[ je T2 FOS0)
Grunleggende Fouriertransformasjonsregler
Tidsfunksjon Beskrivelse av Fouriertransformert
f(t) tidsfunksjonen FIf(O)]
3(t) Impuls 1
o(t—t,) Forskjevet impuls e~/
1 Konstant lik 1 3(f)
o/ 2l Kompleks S (f _ fo)
eksponentialfunksjon
r(t) Rektangulaer tidsymmetrisk r sinc(z' f)
puls med bredde t
u(t)-e—at Kausal‘ og reel! 1
eksponetialfunksjon (a+j27f)
cos(2m f,t) Cosinussignal 1
g o) (70
sin(2x f,t) Sinussignal 1
& L lr-n)-alren))
J
°° S Generelt periodisk signal =
_Zcmejz ’ gitt ved ,;wc'"é(f_”#’)
" Fourierkoeffisientene
© Samplet signal > N
TZ)C(ZT;)é‘(t—lT;) px ([) g sz(lTs )e‘j27!flT\ _

Tii)«f-mfs)

5 m=—w

ié(t'nTs ) = f ie"z’”"ff’

m=—w

Enhets impulstog med
periode Ty=1/f;

P LT

m=—wn n=—w

Viktige Fouriertransformasjonspar
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Tidsfunksjon Z-transformert
Regel x(n) © )
Z{x(m)] = X(2) = 3 x(m)z”"
n=0
Z1: Linearitetsregelen ax, (n)+ bx, (n) aX, (z) +bX, (z)
Generelt: 3 ax, (n) Generelt: ZaiZ[xi (n)]
Z2: Tidsforskyvningsregelen x(n—m) 2" X(z)
F3: Radiell skalering i x(n)a™" X (az)
z-planet
F4: Rotasjonskalering i x(n)e o™ X (e z)
z-planet ( feil i boka )
F5: Foldning i tidsplanet gir
multiplikasjon i x,(n)*x, (n) X,(2)- X,(2)

frekvensplanet.

Grunnregler for Z-transformasjon

Tidsfunksjon Beskrivelse av Z-transformert
x(n tidsfunksjonen
” ’ Zlx(w)]
Aperiodiske tidssignaler
S(n) Impuls 1
u(n) Enhetsprang z
z—1
n u(n) Rampe z
(z-1)
a" ‘u(n) Eksponential funksjon z
z—a
esoTn ‘u (Il) z
7 esoT
sin(w nT) u(n) Sinussi gnal sin(w,T )z

2> —2cos(w,T)- z +1

cos(w,nT) u(n)

Cosinussignal

z? —cos(w,T)- z
z* =2cos(@,T) -z +1

e " .sin(w,nT) u(n)

Dempet sinus

e’ sin(w,T)- z

z? =2e" " cos(w,T)-z +e

-2aT

Viktige Z-transformasjonspar for kausale sekvenser ( multiplikasjon med u(t) gir kausalt signal )

Terje M. Natés
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Les dette forst:

Innenfor de rammer oppgaven setter, skal du bruke enklest mulig metode, og komme fram til
enklest mulig svar. Ta bare med i besvarelsen det du mener er relevant for & besvare
oppgaven. I teoribesvarelser legges det vekt p4 at besvarelsen viser at en har en helhetlig
forstaelse av stoffet.

LykKe til!
Oppgave 1

a)  Forklar begrepene
- homogenitetsprinsippet
- superposisjonsprinsippet
- kausalt system
- tidsinvariant system
- impulsrepons

b)  En generell kausal sekvens kan skrives:
x(n) = x(0)5(n)+ x(1)5(n — 1)+ x(2)5(n - 2) + x(3)6(n—3) ...
Denne sekvensen sendes inn pi et kausalt, linezrt og tidsinvariant system ( toport ) med
impulsrespons h(n).

Bevis foldningssetningen y(n) = Zx(i)h(n —i) ved 4 gjere bruk av begrepene i punkt a.

i=0
¢)  Antaimpulsrepons og innsignal er gitt av folgende grafer:

h(n)

q

—— 114—0——0——0+n

Beregn utsekvensen y(n) og tegn grafen til y(n).

d)  Finn transferfunksjonen H(z) til systemet i punkt c. Bestem poler og nullpunkt.
Er systemet stabilt? Begrunn svaret.
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b)

d)

Oppgave 2

1-cos(2afit) forO<t<T, D/a(f]

Et signal x(t) er definert som: x(t)=
0 ellers

der f =-%—=0,5KHZ .

1
Signalets amplitudespekter lX (f )\ = \f[x(t)]. er gitt av grafen:

2~ ' ‘ ‘ ! '

N I . N
sd N

16] \ o SR
| i i ! '
‘ : : ' : 1

Amplitudespekter

I I
| |
| . [ ~ I
S 1 it

! . L T S ,
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Frekvens f [kHz]

Vi sampler x(t) med samplingsfrekvens 1.5 KHz.

x.()

T
Angi amplitudespekterets verdi ved f=0.

Skissér amplitudespekteret iomradet 0 < f<2KHz.

Regn ut signalets DFT ( Diskret Fourier Transformert ) basert pa kun 3 samplingsverdier nar
vi bruker samplingsfrekvens lik 1,5 KHz. Den forste samplingen er ved t=0.

Forklar hvordan DFTens tallverdi ogsé kan finnes fra den oppgitte grafen til X(f).

Beregn Fourierkoeffisientene til det periodiske signalet y(¢)=1- cos(2ﬂflt)
Forklar hvordan ogsa disse kan avledes fra den opprinnelige grafen til X(f).

Droft problemene med aliasering i situasjoner som i punkt a.
Hvorfor pavirker ikke aliasering beregningene i punkt b og c.
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b)

d)

Oppgave 3

Tegn amplitude og fasespekter gitt av den Fouriertransformerte til signalet
x(t) =sin(2x fit) derfi=1KHz
Signalet blir videre samplet med samplingsfrekvens f= 8 KHz. Vi far da x(t)

Flx, 0]

Skriv uttrykket for spekteret =———= " til dette samplede signalet.
T

Tegn amplitude og fasespekter for det samplede signalet fra - 10 til +10 KHz.

Vi har samme signal x(t) som i punkt a, men samplingsfrekvensen reduseres til 1,9 KHz.
Vi finner det rekonstruerte signalet x ., (t) ved & filtrere det samplede signalet med et ideelt
lavpassfilter med knekkfrekvens pa 2 KHz og forsterkning 1/t.

Tegn resulterende amplitude og fasespekter T[xmk (t)] mellom -2 KHz og +2KHz.

Skriv opp matematisk uttrykk for x(t) og lag en skisse som grovt viser tidsforlgpet
til x,,(t) sammenliknet med det opprinnelige signalet x(t).
Hva er arsaken til eventuelle uoverensstemmelser mellom x (t) og x(t) ?

En periode av sinussignalet i punkt a samples med samplingsfrekvens pa 8 KHz.

Signalet digitaliseres og lagres under navnet y(nT,) i 8 pafalgende lagersteder i en datamaskin.
Vi gnsker & dobble antall "samplingsverdier" ved & foreta interpolasjon mellom de registrerte
samplingsverdiene. Interpolasjonen foretas med "Shannons interpolator”. Det utvidede
signalet virker da som om det er samplet med samplingsperioden T,. Vi kaller dette signalet
for y(pT,) der T,=T2.

Skriv opp formelen for beregningen av y(pT,) ut fra de 8 opprinnelige verdiene.
Hva er hensikten med 4 foreta den interne interpolasjonsoperasjonen?
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Formelsamling i SOE313 Digital signalbehandling. Hesten 1999

sin(x £ y) = sinxcos y £ cosxsin y cos(x £ y) = cosxcosy Fsinxsin y
. . . + - . . + . -
sinx+smy = 2sm(x Y |cos Y s1nx—smy=2cos(x y]sm =2
2 2 2 2
e/ + e/ e/t — o/ :
cosp=—"""—"— sing =———— Sinc(p) = im_(g_p)
2 2j Tp

Samplingsintegralet: Ix(t)é(t ~t,)dt = x{t,)  Periodisk utvidelse: x,(1) = ix(t —iT)

Foldning av kausale ;i gnaler ( tidskontinuerlig og tidsdiskret ): )
W(t) = h(r) * x(t) = jh(f)x(t ~ )t y(n) = h(n)* x(n) = > h(m)x(n —m)
0 m=0

Fourier-rekke utvidelse av signal med periode T=1/f; :
T

- _ |2 ’ *
f(t) — Zcmennmflt der c, = }_ J.f(t)e—ﬂmnfltdt og c, =c .
m=-w T

2

Laplacetransformasjon. LIf)] = j f()e ™ dt
0

Ideell rekonstruksjon ved hjelp av Shannons interpolator A(?) = sinc( fst):

o0

w6y =3 yaT)hlt —iT,)

f=—00

Diskret Fourier transformert til sekvensen x(n) dern=0,1 .. N-1:

Dlx(n)| = X (m) = Nz_:lx(n)e_j v = Nz—ix(n)WA’,”” for m=0. N-I

Invers diskret Fouriertransformert til sekvensen X(m) der m = 0,1 .. N-1:

N-1 27 N-1
x(n) =D [X(m)] = %ZX(m)ej v o -]1\7 S X (mW ™ forn =01 ..N-1
m=0 m=0

N N
Generell differenslikning av grad N: Z by(n—i)= Zaix(n —i) derbg=1
i=0 i=0

Kausal sekvens uttrykt ved Kronecker impulser: x(n) =Z x(i)8 (n-i)
0

Frekvensrespons lavpass lineer fase FIR-filter:

M1 f —j27rM-f— N—l
H(f)=|ay +Z2ai - COS 27r(M—i)?— e S der M = 2 og N er filterets grad.

i=0 s

Lavpass linezr fase FIR-filter med -6 dB forsterkning ved f, og samplingsfrekvens f;:
a,=c_, =¢, =c_, fori=012..2M der 2M =N-1

2
cmzco-Sinc(Zm{;"—] form=12..M og der ¢, = j:“

5 s
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Tidsfunksjon f{(t) Fouriertransformert F(f)
Regel = , ©
= 7 [F(N)= [F(Nedf = 7l 0]= [r@e " dr
Fl: Linearitetsregelen af (1) + b1, (t) aF,(f)+bF,(f)
Generelt: Z a,£,(1) Generelt: ) a,F [£.()]
F2: Tidsforskyvningsregelen ft—t,) F(f)e o
F3: Frekvensforskyvnings- f(t)el> ™! F(f-f,)
regelen
F4: Amplitudemodulasjon f(t)cos(2nft) Vg sz [
av cosinus barebelge U1, (S +1o)
F5: Foldning i tidsplanet £, £,(2) F(f) F(f)
F6: Foldning i frekvensplanet £,@) £, F()*E(f)
F7. Derivasjon df (¢) J2r [ F(f)
dt
F8: Integrasjon t F( f) 1
d + F(0)o
1@ e 2 TOS)
Grunleggende Fouriertransformasjonsregler
Tidsfunksjon Beskrivelse av Fouriertransformert
f(t) tidsfunksjonen FIf(t)]
S(t) Impuls 1
o(t—t,) Forskjevet impuls R
1 Konstant lik 1 &(f)
J2nfot Kompleks S(f-
€ eksponentialfunksjon (f fo)
r(t) Rektanguleer tidsymmetrisk 7 sinc(z f)
puls med bredde t
u(t)-e~at Kausal og reell 1
eksponetialfunksjon (a+j27f)
cos(27 f,t) Cosinussignal 1
) - o\f
2( (r=75)+s (1 +f0))
sin(27 f,t) Sinussignal

) (6 (r=n)=5 (7 10)

0
z CmejZﬂmf,r

m=—ow

Generelt periodisk signal
gitt ved
Fourierkoeffisientene

2@6’,‘50 - ”9(1 )

TiX(iﬂ)&(t-iﬂ)

[=—0

Samplet signal

x,(0)

T Z x(iT,)e "' =

i=—0

Tis MZwX(f -mf,)

> 5(enT,)= £, Yo

Enhets impulstog med
periode Ts=1/fs

0

£, > 6(f - mf,

m=—o0

oD

- j2mnT,

): ze j2mT, f
H=-c0

Viktige Fouriertransformasjonspar
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frekvensplanet.

Tidsfunksjon Z-transformert
Regel x(n o
s ®) H(z)=) x(m)z™"
n=0
Z1: Linearitetsregelen ax, (n) + bx, (n) aX, (z) +bX, (z)
Generelt: Y q,x,(n) Generelt: Y. a,Z]x,(n)]
Z2: Tidsforskyvningsregelen x(n—m) 27" X(2)
F3: Radiell skalering i x(n)a™" X(az)
z-planet
F4: Rotasjonskalering i x(n)e ™ X (e’ z)
z-planet ( feil i boka )
F5: Foldning i tidsplanet gir
multiplikaSjon 1 x, (n) * x, (n) Xl (Z) . X2 (Z)

Grunnregler for Z-transformasjon

Tidsfunksjon Beskrivelse av Z-transformert
x(n) tidsfunksjonen Hix(n)]
Aperiodiske tidssignaler
d(n) Impuls 1
u(n) Enhetsprang z
z—-1
n Rampe z
(z-1)
a Eksponential funksjon Z
z—a
eSOTn z
z—e"'
sin(w nT) Sinussignal sin(w,T)- z
22 =2cos(w,T) -z +1
cos(w,nT) Cosinussignal z* —cos(w,T)- z
z* = 2cos(w,T) -z +1
e ™" .sin(w,nT) Dempet sinus e -sin(w,T)- z
2> —2e™ cos(@,T) z +e™>"

Viktige Z-transformasjonspar for kausale sekvenser

Terje M. Natés
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b)

d)

Les dette forst:

Innenfor de rammer oppgaven setter, skal du bruke enklest mulig metode, og komme fram til
enklest mulig svar. Ta bare med i besvarelsen det du mener er relevant for & besvare
oppgaven. I teoribesvarelser legges det vekt pa at besvarelsen viser at en har en helhetlig
forstaelse av stoffet. Dette poengteres siden lereboka er tillatt hjelpemiddel.

Lykke til!

Oppgave 1

Den enkleste formen for digitalt lavpassfiltrering er & foreta en glidende midling, pd engelsk
kalt "moving average". I det etterfelgende brukes glidende midling over 6 malinger.

Dette skjer ved at et filtreringsprogram i datamaskinen hele tiden summerer sist mélte verdi
x(n), med de 5 forrige som en har mellomlagret i RAM. Ny filtrert verdi y(n), blir da
summen av disse 6 maleverdiene dividert med 6.

e Skriv differenslikningen for et filter basert pa denne beskrivelsen.

e Tegn realisasjonsstuktur for filteret direkte ut fra differenslikningen.

e Hva kalles filtertypen og hvilken grad har filteret ?

Det samme filter kan konstrueres ut fra et annen tankegang:

Ny middelverdi er den gamle middelverdien pluss ny méleverdi dividert pa 6, minus den
eldste maleverdien dividert pa 6 ( den som skyves ut av den nye malingen ).

e Skriv differenslikningen for et filter basert p& denne beskrivelsen.

e Tegn realisasjonsstuktur pd direkte type 1 form basert pa differenslikningen.

e Hva kalles filtertypen, og hvilken grad har filteret?

Vis at transferfunksjonen H(z) til filtrene i punkt a og b kan skrives pa samme form,
og at filtrene dermed er identiske.

Vis at glidende middel filteret har en forsterkning som kan skrives pa formen:

| sin(&[»-fvj
J )

HUY = - (ﬂf)

sin| -

s

Vis ogsa at fasen er linezr.
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d)

b)

Oppgave 2

I filterdesign ved hjelp av bilinezr transformasjon brukes ofte "prewarping".
Hva er hensikten med "prewarping" og nar brukes denne teknikken?

Nér et analogt lavpassfilter transformeres til et digitalt lavpassfilter ved hjelp av bilineer
transformasjon, vil en normalt ikke fa aliaseringsproblemer.
Vis dette med utgangspunkt i et 2. ordens normert Butterworth lavpassfilter H(sy)-

Et 2. ordens analogt Butterworth lavpassfilter har 3 dB dempning ved 9 KHz.

Filteret skal transformeres hjelp av bilinezr transformasjon til & bli et digitalt lavpassfilter.
Samplingsfrekvensen er 24 KHz.

Finn transferfunksjonen H(z) for filteret.

Beregn frekvensen der det digitale filteret i punkt c har 3dB dempning.

Oppgave 3

Droft, uavhengig av hvilket signal vi har, hvilken grunnleggende informasjon

signalets spekter pa polar form, gir.

Utdyp hvilken informasjon et ensidig komplekst spekter gir i forhold til hvilken informasjon

et tosidig komplekst spekter gir.

Hvordan er sammenhengen mellom informasjonen fra de to spektertypene.

( Formler og beregninger kreves ikke for punkt a, men det er viktig & fa fram en helhetlig
forstaelse uttrykt med egne ord ) .

Spekterberegning kan utfores pa ulike méter.

I hvilke situasjoner beregnes spekter ved hjelp av:
Fourier-rekker?

Fourier-transformasjon?
Laplacetransformasjon?

Z-transformasjon?

Diskret Fourier Transformasjon?

Fast Fourier transformasjon?

Et signal x(¢) = cos(27 f,t) med periode T, = 1 , samples over tidsrommet 7
0

med samplingsfrekvens 4f; . Forste sampling skjer ved tidspunkt t = 0.

e Beregn signalets DFT.

e Tegn grafen X( mF) som funksjon av frekvensen f. Forklar alle spektralverdiene og ta
med i forklaringen sammenhengen med Fourierkoeffisientene til x(t).
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