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Sekvensen framstilt som en tidsfunksjon

I figur 5.21 har vi plottet disse resultatene sammen med kurvene fra figur 5.17 
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Sammenlikning mellom DFT til et signal og spekter til signalets

aperiodisk omhyllingskurve.

	m
	mF

[kHz]
	Ts.X[mF]
	
[image: image1.wmf]mF

f

f

X

=

)

(


	Avvik i %

Amplitude
	Avvik i %

Fase

	0
	0
	1. e-j0
	1. e-j0
	0
	0

	1
	0,5
	0,6525. e-j1,178
	0,6366. e-j1,571
	2,5
	-25

	2
	1
	0
	0
	0
	udef. fase

	3
	1,5
	0,27. e-j0,393
	0,2122. e-j1,571
	27,2
	-75


[image: image30.wmf]1

f

-


[image: image31.wmf][

]

)

2

sin(

1

t

f

p

F



5.4.3 DFT til en firkantsekvens versus linjespekter til periodisk firkantsignal.
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x(t)pu  har ifølge eksempel 3.5   Fourierkoeffisienter gitt som 
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I eksempel 3.5 ble det regnet ut:
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Sammenhengen mellom DFT en til et signal og Fourierkoeffisienter for  den periodiske omhyllingskurven for signalet:
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.5.2  Spektral-lekkasje

I kapittel 3 fant vi at den Fouriertransformerte til et sinussignal gitt ved likning 3.53:
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som gir følgende amplitudespekter: 
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Fig.  5.25   Amplitudespekter ( Fouriertransformert ) til en ren sinusfunksjon

Likning 3.50 gir sammenheng mellom linjespekter og  Fourierspekter for et periodisk signal.

Linjespekteret ( tallverdien) til 
[image: image11.wmf])

2

sin(

1

t

f

p

 blir:

[image: image37.wmf] 

0

 

0.5

 

1

 

1.5

 

2

 

2.5

 

3

 

3.5

 

4

 

0

 

0.2

 

0.4

 

0.6

 

0.8

 

1

 

Frekvens f [kHz]

 

|Xa(f)|    

 

|Ts*X(mF)|]

 



Fig.  5.26   Tallverdi til linjespekter for et sinussignal.

Vi skal nå se om vi får tilsvarende form på spekteret hvis vi sampler et rent sinussignal som har  frekvens 0,5 kHz og amplitude 1 og beregner spekteret som DFT.  Med frekvens på 0,5 kHz har signalet en periode på 2 ms. 

Vi velger å sample dette signalet over 2 perioder, det vil si et måleintervall på A= 4 ms.

Samplingsfrekvensen settes til 8 kHz.  som er langt over 2fmax .  

Dette gir N=A/Ts=Afs=4. 8= 32 sampler som vist i figur 5.27a. 
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Fig. 5.27  a) 0,5 Khz sinussignal samplet med 8 kHz   b) tilhørende spekter

Vi beregner så DFT ut fra de 32 samplingsverdiene.  Avstanden mellom hver frekvenskomponent blir 

 . Resultatet er vist i 5.24b 

DFT-spekteret har en markant stolpe ved m=2 , det vil si ved 2 . 0,25 KHz = 0,5 KHz.   

Vi vet at DFT-en er en likefunksjon, så vi må ha en tilsvarende stolpe ved  -0,5 KHz.  

Vi har altså frekvenskomponenter ved begge frekvensene som er vist i figur 5.23.

Når et signal samples med frekvens fs, vil vi få spekteret repetert omkring alle multiplum av samplingsfrekvensen.  Vi skal altså ha en frekvenskomponent også ved fs + 0,5 kHz,

dvs ved 7,5 kHz og ved 8,5 kHz.  I tillegg til å vise frekvenskomponenten ved 0,5 KHz, viser figur 5.24b også komponenten ved 7,5 KHz.

DFT-en er frekvensdiskret med frekvensoppløsning F= 0,25.  Den oppfattes derfor som tilhørende et periodisk signal med periode A=1/F = 4 ms.   I virkeligheten er signalet periodisk med periode 2 ms, men det gjentar seg jo selvsagt også for hver fjerde millisekund. 

Det opprinnelige usamplede signalet var sinusformet med amplitude 1 og periode 2 ms, dvs frekvens 0,5 KHz.  Vi har da samme situasjon som ble diskutert i seksjon 5.2.2.  Signalet har en periode som går et helt antall ganger opp i måleintervallet.  Sammenhengen mellom Fourierkoeffisienter og DFT ble funnet i likning 5.31 
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Her er k = 2  og   pmax  lik 8.  I nedre halvdel av DFT-en er alle komponenter lik 0 bortsett fra for m = 2 , dvs p = 1 .  Høyden på denne DSP-stolpen en 16.  Innsatt i likning 5.31 får vi at
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Dette stemmer helt med figur 5.26 ( og 5.25 ).

Vi gjør nå samme beregningen, men bruker et sinussignal med frekvens 0,6 kHz.:

Vi tar 32 samplinger over måleområdet på 4 ms og beregner DFT-spekteret.

Resultatet er vist i figur 5.28.
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Fig. 5.28  a) 0,6 Khz sinussignal samplet med 8 kHz   b) tilhørende spekter

Vi har fortsatt 2 markante topper men høyden er litt lavere enn før. Det skyldes delvis at toppen nå ligger et sted mellom komponent m = 2 og m = 3.  Det mest bemerkelsesverdige er likevel at vi nå har fått en hel ”skog” av frekvenskomponenter spredt utover hele frekvensområdet.

Det ser ut som om energien som før var samlet i de to toppene har «lekket» ut og spredt seg i første rekke til nabofrekvensene, men også videre til slik at alle frekvenser i området er berørt. 

Fenomenet kalles derfor ”spektrallekkasje”.  

Årsaken er at når en sampler et område A, og bruker samplingsverdiene til å regne ut DFT, så vil DFT-en være basert på en periodisk utvidelse av signalet – ikke signalet selv.  

DFT-en er tilknyttet et signal som vist i figur 5.29 der et tidsrom på 8 ms er vist
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Fig 5.29  Tidsvarierende signal slik det oppfattes ut fra DFT-beregningen.

Vi ser at midt på fig. 5.29 skjer et sprang fra ca. 0,9 til 0.  Det er derfor ikke et rent sinussignal vi lenger har å gjøre med, men et sinussignal der en har et plutselige sprang for hver ny periode.  Et sprang inneholder ideelt sett alle frekvenskomponenter.  Det er disse frekvens-komponentene vi ser i DFT-spekteret.  Disse nyskapte frekvenskomponentene er ikke bergenset av  Nyquistfrekvensen, og de som overskrider denne - forårsaker aliaseringsfeil i tillegg. 

5.5.3 Vindusfunksjoner mot spektrallekkasje

Spektrallekkasjen kan fjernes hvis vi passer på å redusere signalet gradvis til 0 ved start og stopp på måleområdet.  Målesignalet vil da alltid starte og stoppe på 0.  Vi får da ingen sprang og dermed heller ingen lekkasjeeffekt.  Vi  har imidlertid da introdusert en «feil» i målesignalet som det er viktig å være klar over.  

Vi kan betrakte vanlig sampling som om vi «klipper» ut et område A av tidsfunksjoen og deretter sampler dette signalet.  Klippeprosessen skjer ved å multiplisere det opprinnelige tidsvarierende signalet med en «vindusfunksjon» som har form av et rektangel.

En slik funksjon kalles et «rektangulært  vindu»  og er en funksjon som er enten 0 eller 1, dvs enten blir produktet 0, eller så får vi en kopi av det opprinnelige signalet.









Fig. 5.30 Utklipping av signal ved hjelp av rektangulært vindu.

Utklipp med rektangulært vindu gir skarpe flanker og dermed mye spektrallekkasje. I tillegg får vi såkalte Gibb’s oscillasjoner ved de noe høyere frekvensene i spekteret. Hvis vi derimot bruker en mer avrundet vindusfunksjon så vil en redusere spektrallekkasje og Gibb’s oscillasjoner  vesentlig.

Det finnes mange typer vindu – triangulære, cosinusformede, sinc-formede osv.  Umiddelbart vil en reagere på at vinduene påvirker signalet kraftig – ikke bare ved endene av måleområdet, men helt inn mot midten av måleområdet.  En undersøkelse i frekvensplanet vil likevel vise at de lave frekvenskomponentene påvirkes relativt lite.  

Fig. 5.31 Virkning av ulike vindu på et sinussignal

    a) rektangulært vindu  b) Hanning vindu ( cosinusformet )

5.5.4 Effekt av nulletterfylling i tidsfunksjonen

Et frekvensspekter beregnet ved hjelp av DFT, er diskret .  Frekvenskomponentene har en innbyrdes avstand på 
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   som kan kalles spekterets frekvensoppløsning.

Hvis vi hadde samplet dobbelt så stort tidsintervall med samme frekvens, ville N blitt doblet og frekvensoppløsningen ville blitt halvert - det vil si dobbelt så god.  Dette kunne avdekket topper og andre egenskaper med spekteret som før var skjult.   

Noen har sammenliknet et diskret spekter med et stakittgjerde ( engelsk «picket fence»).  Gjerdet består av fjøler på høykant og vi kan se frekvenskomponentene i glipene mellom hver fjøl ( frekvensoppløsningen ).  Resten av spekteret er skjult bak gjerdet.   Ved å øke tidsrommet A, vil fjølene bli halvparten så brede og mer av spekteret kommer til syne.    

Så langt er alt greit å forstå.  Vi kan imidlertid doble oppløsningsevnen ikke bare ved å  sample dobbelt så lenge, men også ved å henge på N stk. 0-ere etter målingen!

Vi har samme samplingsfrekvens som før.  En L= 2N punkters DFT har da frekvens-oppløsningen:


  

Dette vil si frekvenskomponentene i spekteret ligger dobbelt så tett som før.  Detaljene i spekteret blir dermed tydeligere.  

Teknikken kalles nulletterfylling (  engelsk  «zero filling» )

Fig. 5.32  Stakittgjerde effekt og virkningen av nulletterfylling

Teknikken er svært mye brukt, både til ren forbedring av frekvensoppløsningen og til å få antall punkter N til å bli en potens av 2 slik FFT krever.

Nulletterfylling er en teknikk som tilsynelatende er helt utrolig. Ved å fylle på 0-ere virker det som om vi får mer informasjon.  Hvorfor skal vi ta en lang tidsmåling når vi kan ta en kort og bare fylle på 0-ere.  Med innsatte 0-ere vil beregningstiden gå ned siden mange ledd faller bort pga multiplisering med 0.

Forklaringen på fenomenet er gitt som tilleggsinformasjon "for deg som vil vite litt mer".

Konklusjonen er at de nye og tettere plasserte spekterverdiene er en interpolasjon av de samplingsverdier en allerede har.  Færre samplingsverdier gir dårligere  interpolasjon, så kvaliteten på spekteret synker hvis vi reduserer antall samplinger.  Det er imidlertid et faktum at oppløsningsevnen for spekteret er forbedret.  En kan si at eksisterende informasjon blir synliggjort på en bedre måte hvis en etterfyller med 0-ere. 

Som eksempel på nulletterfylling skal vi betrakte en sampling på fire enere med tilhørende spekter.  Deretter ser vi hva som skjer med spekteret når vi fyller på 4 nullere, og 8 nullere.  
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Fig 5.33  a) 4 punkters sekvens med b) tilhørende DFT spekter
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Fig 5.34  a) 4 punkters sekvens + 4 etterfulgte 0-ere  b) tilhørende DFT spekter
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Fig 5.35  a) 4 punkters sekvens med 12 etterfulgte 0-ere  b) tilhørende DFT spekter

Figurene  5.33, 5.34 og 5.35 viser hvordan spekteret til sekvensen {1111} blir gradvis bedre oppløst og mer detaljert jo flere 0-ere vi legger til. 
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